Ecole Polytechnique 

Controle classant du 29 avril 2009 MATH 451 Theorie de Galois 

Duree 3 heures 

Avert issement 

Les calculatrices et documents autres que le polycopie de cours et les feuilles, corriges d'exercices du cours, sont 
interdits. II est interdit d'utiliser les telephones portables durant Pepreuve. La redaction doit etre concise et precise. 
On enoncera clairement les theoremes utilises. II est fortement recommande de lire le sujet en entier. 

Exercice l.[Un groupe de Galois commutatif] 

1) Montrer, par exemple par un calcul brutal, que 5 + v21 n'est pas un carre dans Q[v21] [Poser 5 + v21 = 
(a + b\/21) 2 , a, b G Q et chercher les valeurs possibles pour a 2 ]. 

Soit z = V5TV21 et K = Q[z]. 

2) Montrer [K : Q] = 4. 



3) Soit z' = v5 — V21. Montrer z' € K [Calculer zz'\. En deduire les conjugues (sur Q) de z puis que K/Q est 
galoisienne. 

Soit G = Gei(K/Q). 

4) Montrer qu'il existe un unique element g € G tel que g(z) = —z . 

5) Montrer qu'il existe un unique element h € G tel que h(z) = z' ' . 

6) Montrer qu'on a g(z') = —z' et h(z') = z . En deduire que g et h commutent puis G ~ (Z/2Z) 2 . 

7) Decrire les sous-corps de K (on precisera un element primitif pour chacune des extensions de Q correspon- 
dantes) . 

8) Montrer (sans calcul de preference) que z ne peut s'ecrire sans utiliser de radicaux emboites. 

9) Bonus Peut-on ecrire z comme une racine 4-ieme d'un rationnel ? 

Exercice 2.[Un groupe de Galois non commutatif] 

Soit P(X) = Y\a=\{X — Xi) un polynome de Q[X] de degre n > 1 et notons j/i, • • ■ , y n -i € C les racines complexes 
(eventuellement confondues) de P'(X). 

1) Montrer la formule 

n 

disc(P)=(-i) M ^ ii n p '(^)- 

t=i 

En deduire la formule 

ra-l 

disc(P) = n"(-l) M ^ i n P ^)- 

2) Montrer que le discriminant de X n + aX + b vaut 

(-l) Ili ^ li ((l - n)"~V + n"^™- 1 ). 

On evitera de passer trop de temps sur les calculs des deux questions precedentes. 
Soit P(X) = X 5 + 20X + 16 et G son groupe de Galois sur Q. 



3) Montrer que les racines complexes de P sont simples. 

On choisit une numerotation des racines complexes de P definissant un plongement de G dans S$. 

4) Montrer que P a une unique racine reelle. En deduire que G contient une double transposition. 

5) Montrer que G est contenu dans A§. 

6) Factoriser P{X) mod 7 G Fy[X] en facteurs irreductibles [Observer que —2 et —3 sont les seules racines dans 
F7]. En deduire que G contient un 3-cycle. 

Soit P = P mod 3G F 3 [X]. 

7) Montrer que P est sans racine dans Fg [Observer que pour tout x £ Fg on a a; 5 = ±x\. 

8) En deduire que P est irreductible puis que G contient un 5-cycle. 

9) Montrer qu'un 3-cycle et une double transposition de S& engendrent A4. 

10) Montrer qu'un 5-cycle, un 3-cycle et une double transposition de S$ engendrent A5. 

11) Montrer que G = A§. 

Exercice 3.[Sommes de Gauss et cyclotomie] 

1) Soit G un groupe cyclique fini et 5 un diviseur de card(G). Montrer que Gg = {g ,g € G} est l'unique 
sous-groupe de G de cardinal card(G)/<5. 

Soit p un nombre premier > 2 et considerons l'extension cyclotomique de K/Q (contenue dans C/Q) avec 

2?V 
K = Q[Q, C = exp(— ). 
P 

On note G = Gal(K/Q). 

2) Montrer que K/Q est galoisienne de groupe de Galois cyclique isomorphe a (Z/pZ)*. 
Soit d un diviseur de p — 1 . 

3) Montrer que K contient un unique sous-corps Kd de degre d sur Q. 

4) Montrer que Kd sur Q est galoisienne et qu'on a K Gd = Kd- 

5) Tout element de G peut etre vu comme un element de l'espace Endq(ii') des endomorphismes Q-lineaires de 
K . Notons pd = — rj X^oeG 9 ^ Endq(-fC). Montrer la formule 

gpd = Pdg = Pd 

pour tout g € Gd puis que pd est un projecteur d'image Kd- 

On pose 

p-i 

fe=0 

6) Comparer £<j et Pd{C)- En deduire Q[Cd] C Kd- 

7) Montrer que {g(C),9 € G} est une Q-base de K. 

8) Montrer Pd{g{0) € Q[Cd] pour tout g G G [Observer qu'on a gpd = Pdg pour tout g € G\. En deduire 

*d = Q[C<d- 

9) Montrer K v -i = Q[cos( — )]. 

10) Bonus Montrer K2 = Q[v/ep] avec e = 1 si — 1 carre modulo p et e = — 1 sinon. 



